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Resumen
El presente trabajo trata sobre la homogeneizacio´n de un problema de lubricacio´n,
utilizando te´cnicas de doble escala. Se plantea un problema acoplado de tipo Reynolds-
Hertzcon cavitacio´n Elrod-Adams, que contempla la presencia de efectos debidos a
superficies rugosas con oscilaciones perio´dicas. La geometr´ıa de la rugosidad depende
de un pequen˜o para´metro asociado a la frecuencia de la misma. Entre las dificultades
para la homogeneizacio´n del problema elastohidrodina´mico destacamos el caracter no
lineal asociado a la frontera libre del modelo de cavitacio´n, los aspectos no locales del
modelo de Hertz y la ley de viscosidad no lineal. Adema´s de establecer los resulta-
dos de convergencia al problema homogeneizado , para un problema con datos reales
se presentan resultados obtenidos con me´todos nume´ricos adecuados, comparando el
modelo dependiente del pequen˜o para´metro y el modelo homogeneizado.
1. Modelo matema´tico
La creciente presencia de dispositivos industriales, que conllevan contactos lubricados
por capas delgadas de fluido, motiva el intere´s por proponer los modelos matema´ticos ma´s
adecuados para la simulacio´n nume´rica de los mismos [6]. En muchas situaciones pra´cticas
es interesante la introduccio´n de rugosidades perio´dicas en las superficies (deformables o
no) durante la fabricacio´n. En el marco de contactos lubricados entre superficies rugosas,
se mostrara´ como las te´cnicas de homogeneizacio´n permiten obtener modelos matema´ticos
adecuados para la simulacio´n nume´rica eficiente de los procesos. Los modelos matema´ticos
se basan en ecuaciones de tipo Reynolds para la presio´n del lubricante, relaciones no
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lineales presio´n-saturacio´n para la cavitacio´n y leyes ela´sticas para la relacio´n presio´n-
deformacio´n.
Para plantear el modelo de lubricacio´n consideramos el dominio Ω =]− 2l, l[×]− l, l[;
la frontera de alimentacio´n de lubricante Γ? = {−2l}×] − l, l[ y Γ = ∂Ω \ Γ?. Adema´s,
suponemos las siguientes aproximaciones parabo´licas para la separacio´n entre superficies
r´ıgidas en los contactos esfera-plano y cilindro-plano [6]:
hr(x) =

h0 +
x21 + x
2
2
2R
, esfera-plano
h0 +
x21
R
, cilindro-plano
(1)
Las condiciones 0 < h0 ≤ hr(x) ≤ h1, siendo h0 y h1 constantes, se verifican en Ω.
Siguiendo la teor´ıa del contacto hertziano, la relacio´n presio´n-separacio´n esta´ dada por
h[p](x) = hr(x) +
∫
Ω
k(x, z)p(z) dz, ∀ x ∈ Ω , (2)
donde hr tiene la expresio´n (1) y k(x, z) viene dada por
k(x, z) =

c0 log
∣∣∣ c1 − z1
x1 − z1
∣∣∣ cilindro-plano
c0√
(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2
esfera-plano,
(3)
donde c0 > 0 y c1 ≥ ma´x{
∣∣∣x1∣∣∣, x ∈ Ω¯}. Claramente k es positiva y existe K˜ > 0 tal que∥∥∥k(x, .)∥∥∥
L1(Ω)
≤ K˜ (4)
uniformemente respecto de x. Adema´s, suponemos la relacio´n presio´n-viscosidad de Barus:
µ = µ0 eαp, (α ≥ 0, µ0 > 0) (5)
La formulacio´n fuerte del problema consiste en encontrar (p, θ) tal que:
x ∈ Ω+ :
 ∇ ·
(
h3[p](x) e−αp(x) ∇p(x)
)
= 6µ0s
∂
∂x1
(
θ(x) h[p](x)
)
p(x) > 0 and θ(x) = 1
x ∈ Ω0 :

∂
∂x1
(θ(x) h[p](x)) = 0
p(x) = 0 and 0 ≤ θ(x) ≤ 1
x ∈ Σ :
 h3[p](x) e−αp(x) ∂p(x)∂n = 6µ0s (1− θ(x))h[p](x) cos(~n,~i)p(x) = 0
con las condiciones de contorno
6µ0s θh[p]− h3[p] e−αp ∂p
∂n
= 6µ0s θ?h[p] en Γ?,
p = 0 en Γ,
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donde s denota la velocidad relativa de la superficie inferior en la direccio´n x1, θ? ∈ [0, 1]
es un para´metro de alimentacio´n, ~n es el vector unitario normal a Σ exterior a Ω0 e ~i es
el vector unitario en la direccio´n x1. Asimismo, los conjuntos son:
Ω+ = {x ∈ Ω, p(x) > 0} (regio´n lubricada),
Ω0 = {x ∈ Ω, p(x) = 0} (regio´n cavitada),
Σ = ∂Ω+ ∪ Ω (frontera libre)
Entonces, una formulacio´n variacional del problema esta´ dada por:
(P)

Encontrar (p, θ) ∈ V × L∞(Ω) tal que:∫
Ω
h3[p] e−αp ∇p · ∇v = 6µ0s
(∫
Ω
θ h[p]
∂v
∂x1
+
∫
Γ?
θ?h[p] v
)
, ∀ v ∈ V
p ≥ 0, p (1− θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 1 c.p.d. en Ω
donde V =
{
v ∈ H1(Ω), v|Γ = 0
}
y θ? ∈ L∞(Γ?), 0 ≤ θ?(z) ≤ 1, c.p.d. en Γ?.
Para modelar el caso de superficies rugosas, introducimos el conjunto Y =]0, 1[×]0, 1[,
de modo que la separacio´n sin deformacio´n se escribe:
hεr(x) = hr(x) + λ
(x
ε
)
donde hr se define en (1) y el patro´n de rugosidad, λ, verifica:
(i) λ ∈ C\(Y ) =
{
v ∈ C0(Y ), v es Y perio´dica},
(ii) ∃ λma´x > 0,
∥∥∥λ∥∥∥
L∞(Y )
≤ λma´x < h0.
A continuacio´n se definen las separaciones efectivas:
Definicio´n 1 Para q ∈ L∞(Ω), sean h[q] y hε[q] las funciones:
h[q](x, y) = hr(x) + λ(y) +
∫
Ω
k(x, z)q(z) dz , (x, y) ∈ Ω× Y ,
hε[q](x) = h[q]
(
x,
x
ε
)
, x ∈ Ω . (6)
Se introduce una formulacio´n variacional del problema rugoso:
(Pε)

Find (pε, θε) ∈ V × L∞(Ω) such that:∫
Ω
h3ε[pε]e
−αpε∇pε∇v = 6µ0s
(∫
Ω
θεhε[pε]
∂v
∂x1
+
∫
Γ?
θ?hε[pε] v
)
, ∀ v ∈ V
pε ≥ 0, pε (1− θε) = 0, 0 ≤ θε ≤ 1 c.p.d. en Ω
Teorema 1 Con las notaciones y condiciones precedentes y cierta hipo´tesis te´cnica, para
cada ε > 0, el problema (Pε) tiene solucio´n (pε, θε) verificando las estimaciones:∥∥∥∇pε∥∥∥
L2(Ω)
≤ C3,
∥∥∥pε∥∥∥
L∞(Ω)
≤ C4,
∥∥∥θε∥∥∥
L∞(Ω)
≤ 1 (7)
donde C3 y C4 solo dependen de µ0, s, α, h0 − ‖λ‖L∞(Ω), h1, K˜, θ?, Ω, Γ?, r?.
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2. Modelo homogeneizado
En esta seccio´n se establece el problema homogeneizado, que se obtiene utilizando las
te´cnicas de desdoblamiento perio´dico [5]. Las demostraciones de los siguientes resultados
se puede encontrar en [3]. En primer lugar, se tiene:
Lema 1 Existe p0 ∈ V tal que pε ⇀ p0 en H1(Ω) y pε → p0 en L2(Ω). Adema´s, se tiene
el resultado de convergencia de doble-escala:
(i) La sucesio´n pε converge en doble escala a p0. Adema´s, existe p1 ∈ L2(Ω;H1\ (Y )/R)
y una subsucesio´n ε′, tambie´n denotada ε, tal que ∇pε converge en doble escala a
∇p0 +∇yp1.
(ii) Existe θ0 ∈ L2(Ω×Y ) y una subsucesio´n ε”, denotada ε, tal que θε converge en doble
escala a θ0.
Adema´s, p0 ≥ 0 c.p.d. en Ω.
La demostracio´n es consecuencia de las estimaciones del Teorema 1 y lemas previos que
aparecen en [3]. Adema´s se tiene el siguiente resultado para el par (p0, θ0):
0 ≤ θ0 ≤ 1 y p0 (1− θ0) = 0 c.p.d. en Ω× Y.
Teorema 2 El problema homogeneizado se puede escribir en la forma:
(P?)

Encontrar (p0,Ξ1,Ξ2) ∈ V × L∞(Ω)× L∞(Ω) tal que:∫
Ω
e−αp0 A[p0] · ∇p0 ∇φ = 6µ0s
(∫
Ω
b0[p0]∇φ+
∫
Γ?
θ? ĥ[p0] φ
)
, ∀ φ ∈ V
p0 ≥ 0 and p0 (1− Ξi) = 0, (i = 1, 2) c.p.d. en Ω
con f˜(x) =
∫
Y
f(x, y) dy, y
A[p0] =
 a˜[p0]−
˜[
a[p0]
∂W ?1
∂y1
]
−
˜[
a[p0]
∂W ?2
∂y1
]
−
˜[
a[p0]
∂W ?1
∂y2
]
a˜[p0]−
˜[
a[p0]
∂W ?2
∂y2
]
 , b0[p0] =
(
Ξ1[p0] h?1[p0]
Ξ2[p0] h?2[p0]
)
,
con las notaciones(i = 1, 2):
h?i [p0] = b˜[p0]−
˜[
a[p0]
∂χ?i
∂yi
]
, h0i [p0] =
˜[
θ0b[p0]
]
−
˜[
a[p0]
∂χ0i
∂yi
]
,
y definiendo los siguientes cocientes(i = 1, 2):
Ξi[p0] =
h0i [p0]
h?i [p0]
A continuacio´n se garantiza la existencia de soluciones del problema con saturacio´n
isotro´pica.
Teorema 3 El problema (P?) admite una solucio´n (p0,Ξ,Ξ) con p0 (1 − Ξ) = 0 y 0 ≤
Ξ ≤ 1 c.p.d. en Ω.
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3. Ejemplos nume´ricos
En esta seccio´n, la simulacio´n nume´rica de contactos micro-elastohidrodina´micos ilus-
tra los resultados teo´ricos de convergencia de la seccio´n anterior. Para la solucio´n del
problema dependiente de ε y el homogeneizado correspondiente, se usa una iteracio´n de
punto fijo entre el problema hidrodina´mico y el ela´stico. Adema´s, el hidrodina´mico se re-
suelve mediante un me´todo de caracter´ısticas para el te´rmino convectivo combinado con
elementos finitos y un me´todo de dualidad para el operador maximal mono´tono asociado
al modelo de Elrod-Adams. El problema ela´stico se aproxima mediante una fo´rmula de
cuadratura apropiada en la expresio´n (2) con los puntos medios de las aristas como nodos
de cuadratura. Estas te´cnicas se han usado en [7] en ausencia de rugosidad.
En los ejemplos abordamos la simulacio´n de un contacto bola-plano que, escrito en
variables adimensionales en el dominio Ω =]− 4, 2[×]− 2, 2[, plantea el problema:
Encontrar (pε, θε) ∈ V × L∞(Ω) tal que:∫
Ω
h3ε[pε] e
−αpε ∇pε · ∇v = β
(∫
Ω
θε hε[pε]
∂v
∂x1
+
∫
Γ?
θ?hε[pε] v
)
, ∀ v ∈ V
pε ≥ 0, pε (1− θε) = 0, 0 ≤ θε ≤ 1 c.p.d. in Ω,
donde la separacio´n efectiva se escribe en la forma hε[pε](x) = hεr(x) + hd[pε](x), siendo
hεr(x) = h0 +
x21 + x
2
2
2
+ α1 sin
(
12pi(x1 + 4)
ε
)
+ α2 sin
(
8pi(x2 + 2)
ε
)
,
hd[pε](x) =
2
pi2
∫
pε(z)√
(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2
dz .
con los para´metros h0 = 0,6, (α1, α2) = (0,85h0, 0) para la rugosidad transversal y
(α1, α2) = (0, 0,85h0) para la rugosidad longitudinal. Se consideran α = 0,42, β = 2,062 y
θ? = 0,3. De este modo el problema homogeneizado puede escribirse en la forma
Encontrar (p0, Ξ) ∈ V × L∞(Ω) tal que:∫
Ω
e−αp0
(
a1[p0] 0
0 a2[p0]
)
· ∇p0∇φ = β
(∫
Ω
Ξb[p0]
∂φ
∂x1
+
∫
Γ?
θ?c[p0]φ
)
, ∀ φ ∈ V
p0 ≥ 0, p0
(
1− Ξ) = 0, 0 ≤ Ξ ≤ 1, c.p.d. en Ω .
En la Tabla 1 presentamos los coeficientes funcionales a1, a2, b y c del problema ho-
mogenizado para los casos de rugosidad transversal y longitudinal obtenidos mediante
MATHEMATICA. La separacio´n en el caso r´ıgido sin rugosidad viene dada por:
hr(x) = h0 +
x21 + x
2
2
2
.
En este resumen so´lo mostramos el caso de rugosidad transversal y remitimos al tra-
bajo [3] para el caso de rugosidad longitudinal.
Aunque se ha verificado la convergencia con el uso de distintas malla, simplemente
presentamos los resultados para ∆x1 = 0,025 y ∆x2 = 0,05 (38400 tria´ngulos y 19521
ve´rtices). Adema´s, se toma el paso de tiempo artificial ∆t = ∆x1; los test de parada en
todos los algoritmos son δ = 10−5 en error relativo en la norma L2 discreta entre dos
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Rugosidad transversal Rugosidad longitudinal
h[p](x, y) hr(x) + hd[p](x) + α1 sin
(
2piy1
)
hr(x) + hd[p](x) + α2 sin
(
2piy2
)
a1[p0] 2
(
(hr + hd[p])2 − α21
)5/2
2(hr + hd[p])2 + h2r
(hr + hd[p])3 +
3
2
(hr + hd[p]) α22
a2[p0] (hr + hd[p])3 +
3
2
(hr + hd[p]) α21 2
(
(hr + hd[p])2 − α22
)5/2
2(hr + hd[p])2 + α22
b[p0] 2(hr + hd[p])
(hr + hd[p])2 − α21
2(hr + hd[p])2 + α21
(hr + hd[p])
c[p0] (hr + hd[p]) (hr + hd[p])
Tabla 1: Coeficientes homogenizados
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Figura 1: Izda:Comparacio´n de presiones en x2 = 0. Dcha:Presio´n homogeneizada.
iteraciones. A la izquierda en la Figura 1, se muestra la convergencia fuerte en presio´n
al problema homogeneizado cuando ε tiende a 0, representando para x2 = 0, la presio´n
para diferentes valores de ε y la presio´n del problema homogeneizado. A la derecha, se
presenta la presio´n del homogeneizado en todo el dominio. En la Figura 2, se presentan
resultados ana´logos para la deformacio´n. En la Figura 3, se muestran los resultados para
la saturacio´n, ilustrando su convergencia de´bil ligada a la presencia de oscilaciones que no
se amortiguan con el decrecimiento de ε, a diferencia de la presio´n y la deformacio´n.
A continuacio´n, se ilustra la influencia del comportamiento ela´stico en los efectos de-
bidos a la rugosidad en presencia de rugosidades transversales. Para ello comparamos los
resultados de los casos hidrodina´mico y elastohidrodina´mico. En la Figura 4 se mues-
tran la presio´n y saturacio´n correspondientes a los problemas hidrodina´mico sin rugosi-
dad (α1 = α2 = k = 0), hidrodina´mico homogeneizado (α1 6= 0, α2 = k = 0), elasto-
hidrodina´mico sin rugosidad (α1 = α2 = 0, k 6= 0) y elastohidrodina´mico homogeneizado
(α1 6= 0, α2 = 0, k 6= 0). Las simulaciones nume´ricas permiten observar la influencia
de la rugosidad sobre la distribucio´n de presiones en re´gimen hidrodina´mico y elasto-
hidrodina´mico, as´ı como en la presio´n ma´xima. Es claro que la presencia de rugosidad
influye ma´s en el caso hidrodina´mico. En la Figura 5 se observa como la rugosidad con-
lleva un aumento de las deformaciones.
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Figura 2: Izda:Comparacio´n de deformaciones en x2 = 0. Dcha:Deformacio´n homogeneiza-
da.
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Figura 3: Izda:Comparacio´n de saturaciones en x2 = 0. Dcha:Saturacio´n homogeneizada.
−4 −3 −2 −1 0 1 2
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
x
Pr
es
su
re
HD, homogenized 
HD, roughless   
EHL, homogenized
EHL, roughless  
−4 −3 −2 −1 0 1 2
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
x
Sa
tu
ra
tio
n
HD, homogenized 
HD, roughless   
EHL, homogenized
EHL, roughless  
Figura 4: Influencia de la contribucio´n ela´stica sobre la rugosidad en presio´n (izda) y
saturacio´n (dcha).
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Figura 5: Deformacio´n del caso sin rugosidad y del homogeneizado.
Las demostraciones de los resultados teo´ricos se pueden encontrar en [3]. Las te´cnicas
de doble escala de [1] se han utilizado previamente en problemas hidrodina´micos [2] y
las te´cnicas de homogeneizacio´n y me´todos nume´ricos permiten abordar otros dispositivos
como el eje-cojinete o patrones de rugosidad ma´s generales [4].
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